Curvatura e simetria

Eduardo Garcia Rio

Excelentisimo Sefior Presidente,
Excelentisimos Sefiores e Sefioras Académicos,
Sefioras e sefores:

Comparezo hoxe aqui ante vostedes paraimpartir o meu discurso de ingreso nesta
Real Academia.

Quero que as mifias primeiras palabras sexan de agradecemento para a Real
Academia Galega de Ciencias pola honra que me dispensa acolléndome entre os seus
membros.

Un nomeamento que ten numerosos antecesores ilustres, comezando polos
Académicos fundadores, o profesor Eduardo Garcia-Rodeja Fernandez e o profesor Enrique
Vidal Abascal, sendo este ultimo o primerio Presidente da RAGC. Especialmente emotivas
son as figuras dos profesores Gerardo Rodriguez Lépez (académico supernumerario) e Luis
Angel Cordero Rego, aos que tiven a sorte de ter como profesores na Facultade de
Matematicas da USC. Asemade quero amosar o meu mais profundo respecto polos
académicos correspondentes Manuel de Leédn Rodriguez, Francisco Marcellan Espaiiol e
Lieven Vanhecke, recentemente falecido e con quen mantiven unha estreita relacion
investigadora. Os profesores Wenceslao Gonzalez Manteiga e Juan José Nieto Roig,
académicos numerariosda RAGCson referentes na investigacion matematica, tantono eido
da estatistica coma no das ecuacidns diferenciais.

Tende por certo que levarei con orgullo e responsabilidade a condicidon de
Académico. Tratarei de prestixia-la institucion e, dende ela, contribuir a impulsa-laciencia,
a investigacidn, e o progreso social, econémico e tecnoléxico de Galicia.

A mifavidatranscorreu estreitamente relacionada coa Universidade de Santiago de
Compostela, onde cursei a Licenciatura e me doutorei en Matematicas no ano 1992. Pero
Xa con moita anterioridade estudei os dous primeiros cursos de Educaciéon Primaria (a antiga
EGB) no Colexio Lopez Ferreiro, Anexo a Escola de Maxisterio no Pazo de Fonseca. Recordo
ter gozado dos recreos xogando ao baloncesto no claustro e os patios do que dende fai
tempo é o Reitorado da Universidade de Santiago de Compostela. Tras unha breve estadia



na Universidade da Corufia, a mifa actividade docente e investigadora desenvolveuse
sempre na Universidade de Santiago de Compostela, primeiro na area de Andlise
Matematica e, dende o inicio deste século, na drea de Xeometria e Topoloxia. Dende este
punto de vista son certamente un ser profundamente endogdmico, algo do que non podo
senodn sentirme orgulloso a pesar das connotacidns negativas que dende hai anos se lle
atribue a dito cualificativo.

A continuacién describirei brevemente alglins dos temas da mifia investigacion, que
sempre tivo como eixo central o estudo da curvatura, primeiro dende unha perspectiva
mais alxébrica e mais recentemente dende un punto de vista mais analitico, de xeito que se
encadra no que a dia de hoxe se denomina Andlise Xeométrica. En tddolos problemas
abordados a simetria constitle un aspecto central que interactia co comportamento da
curvatura. Neste discurso tentarei trazar un breve percorrido por alguns destes aspectos.
Permitanme, non obstante, que intercale entre eles algunhas consideracidns persoais que
considero relevantes, botando unha ollada ao pasado pero, sobre todo, coa vista posta no
futuro.

Agradecementos

Ao longo da mifa carreira sempre fun partidario do traballo en equipo co dnimo de
abordar problemas complexos e relevantes con maiores expectativas de éxito. Vaia por
diante o meu agradecemento a tédolos colegas de diversas partes do mundo con quen tefio
colaborado dende xa hai mais de 30 anos. Igualmente importantes tefien sido as
contribucidns dos investigadores en formacion cos que tiven oportunidade de compartir
ilusions (e certamente desilusidns e fracasos) e aos que sempre tentei de inculcar a paixén
pola ciencia. E unha satisfaccion persoal que a relacién mais ald do traballo investigador
tefia revertido nunha amizade entrafiable.

Non podo deixar de mencionar aos meus directores de tese, os profesores Agustin
Bonome Dopico e Luis M. Hervella Torrdn, quen foron responsables dos meus primeiros
pasos como investigador na Universidade de Santiago de Compostela.

lgualmente relevantes na mifia carreira foron os seguintes profesores de
universidades estranxeiras cos que mantiven unha estreita colaboracion e que, dun xeito
ou outro, contribuiron a formar o investigador que son hoxe en dia.

L. Vanhecke D. N. Kupeli Y. Matsushita J. F. Escobar P. GIkey
K. U. Leuven METU Kyoto Univ. Cornell Univ. Univ. Oregon



O profesor Lieven Vanhecke desempefiou un papel esencial no meu interese pola
curvatura e distintos problemas de homoxeneidade dende a mifia etapa predoutoral. O
profesor Demir Kupeliintroduciume no estudo da xeometria de Lorentz e a sla relacién coa
Relatividade Xeral. Colaborei co profesor Yasuo Matsushita no estudo de obstrucions
topolodxicas & existencia de certas estruturas pseudo-Riemannianas. O profesor José
Fernando Escobar (Chepe) guiou os meus primeiros pasos no estudo do fluxo de Ricci e as
métricas criticas, o que constitie o meu principal campo de traballo na actualidade. O
profesor Peter Gilkey ten sido e segue a ser unha fonte de inspiracidon e unha referencia
paracalquera cuestion tanto de Xeometria Diferencial como de Topoloxia ou de Andlise.

Moitas outras persoas tefien influido no meu desenvolvemento como investigador,
docente e mesmo como persoa. Quixera destacar @ profesora Maria Elena Vazquez Abal e
6 meu primeiro alumno de doutoramento, Ramén Vdzquez Lorenzo, exemplos de
honestidade, compromiso coa docencia e a investigacién, e xenerosidade @ hora de
compartir o seu cofiecemento. Sen dubida algunha os meus camaradas de traballo.
Asemade, a relacidn con José Carlos DiazRamos e Miguel Brozos Vazquez, primeiro alumnos
e dende fai moitos anos colaboradores, segue a ser unha continua fonte de inspiracidon.

Ben entrados no século XXI debemos comprender que a formacién doutoralnon sé
esta enfocada a vida académica, nin sequera a investigacion. O feito de realizar unha tese
de doutoramento en calquera campo cientifico confire ao estudantado unha perspectiva
distinta do mesmo; xa non son cousas que se estudan, sendn cousas que se crean. Estou
especialmente orgulloso dos meus estudantes que realizan a sua actividade profesional
como profesores de Ensino Secundario. O seu alumnado ten certamente a fortuna de ser
formado por profesionais activos, capaces de transmitir unha vision e entusiasmo pola
materia ben alonxadados paradigmas habituais. Estou certo de que esta seria a formacion
ideal que deberian ter os nosos docentes.

Por ultimo, pero non poriso menos importante, quero agradecer moi especialmente
0 apoio que sempre recibin da mina familia. A cultura do esforzo e o estudo inculcada pola
nosa nai e o noso pai sen dubida tivo e segue a ter unha grande influencia na forma de
afrontar a nosa actividade -de meus irmans e mifa-, ben sexa no eido da medicina, a
guimica, o dereito ou as matematicas. Sen o apoio deles e dos meus irmans nunca teria
chegado a iniciar este camifio.

Tiven a fortuna de cofecer a Fernanda no periodo de escritura da mifia tese de
doutoramento, compafieira ao longo de tddalas etapas das nosas carreiras cientificas. Os
nosos fillos Luis e Hugo sempre entenderon que a investigacién non ten horarios. A miudo
foi necesario cambiar plans preestablecidos co gallo de tentar explorar ideas que non
sempre proporcionaron os resultados desexados. Non podo estar mais orgulloso deles en
tédolos sentidos.

Sen os valores que me trasmitiron meus pais e o apoio incondicional da mina
familia, os logros acadados nunca terian sido posibles.



1 Sobre a mina traxectoria investigadora

Ainvestigacion en matematicas é, para desanimo dos que nosdedicamos a ela, unha
gran descofnecida, non sé polo publico xeral sendn tamén no ambito universitario e
cientifico no que desenvolvemos o noso traballo. Preguntas como: Qué se pode investigar
nun tema no que xa todo esta feito? son, por desgraza, comuns cando expresamos a nosa
condicion de investigadores matematicos. O publico entende que a investigacidn se fai en
Medicina, Bioloxia, Quimica, Fisica e outras disciplinas cientificas, onde queda moito por
descubrir. Pero, que se pode investigar nunha materia morta como as Matematicas?

As matematicas non son en absoluto unha materia morta, sendn que estan nun
continuo proceso de construcién e desenvolvemento. Moitos dos avances tecnoldxicos
mais recentes non serian posibles sen o seu correspondente fundamento matematico e,
ainda que non sexamos conscientes diso, as Matematicas estdn permanentemente
presentes na nosa vida cotia.

Neste discurso de ingreso gustariame reflectir a evolucion natural da que foi a mifia
traxectoria investigadora ao longo de mais de trinta anos no campo da Xeometria
Diferencial e, mais concretamente, no estudo da curvatura e da Analise Xeométrica.

Inicialmente o meu interese centrouse no estudo das propiedades da curvatura,
considerando diferentes funcidns asociadas 8 mesma ou operadores relacionados co seu
comportamento xeométrico, como o operador de Jacobi. O papel dos meus directores de
tese, asi como as estadias predoutorais na K. U. Leuven traballando baixo a direccién do
profesor L. Vanhecke foron determinantes, tanto nos resultados obtidos coma na mina
formacidén. Os problemas abordados tifan unhaestreita relacién coa existencia de simetrias
e transformacions xeodésicas e a sUa relacién coa curvatura e propiedades como a
harmonicidade, holomorfia ou a homoxeneidade.

Xa na mifa etapa posdoutoral comecei a abordar problemas relacionados con
diferentes aspectos da formulacion matematica da Relatividade Xeral, xunto co profesor D.
Kupeli. Os nosos estudos evolucionaron dende a analise da curvatura de espazo-tempos
cosmoloxicos, como os espazos de Robertson-Walker, e modelos de estrelas estaticas como
a solucidon de Schwarzschild, ata cuestions de causalidade e resultadosde singularidades na
lina dos resultados fundacionaisde S. Hawking e R. Penrose. Precisamente con este ultimo
tiven a oportunidade de compartir, ademais de conversas matematicas, mesa e mantel na
sua visita a USC.

A existencia de métricas de Lorentz ou de sinatura neutra en dimensién catro foi un
problema que abordei en colaboracién co profesor Y. Matsushita. Unha estadia na
Universidade de Kyoto en 1998, subvencionada pola Fundacién Canon, foi determinante
para completar alglns aspectos dese proxecto e establecer novas colaboracions con



numerosos xedmetras xaponeses. Abordamos a existencia de métricas simplécticas que
admiten métricas de Einstein en relacién 4 conxectura de Goldberg, para a que fomos quen
de atopar exemplos non kahlerianos.

Durante os anos 1999 e 2000 visitei en numerosas ocasions a Universidade de
Cornell, onde comecei a traballar co profesor). F. Escobar (Chepe) sobre o fluxo de Ricci e
a existencia e clasificacién das métricas criticas para distintos funcionais da curvatura, dous
aspectos basicos na Andlise Xeométrica. Desafortunadamente esa colaboraciéon non se
puido prolongar no tempo, pero sen dubida foi a semente do meu traballo actual.

De xeito simultaneo, e case ininterrompido dende o ano 2000, mantemos unha
colaboracidn de traballo co profesor P. Gilkey, da Universidade de Oregon. O noso campo
de investigacion céntrase na correspondencia entre as xeometrias afin e riemanniana,
especialmente entre as superficies afins e as métricas de sinatura neutra en dimension
catro. Esta correspondencia permitiunos obter resultados de clasificacién e construcion de
exemplos tanto de solitdns de Ricci como de estruturas quasi-Einstein e conforme Einstein,
reducindo un problema métrico de catro dimensiéns a outro afin en sé duas dimensidns.

Unha boa parte dos resultados acadados basearonse no uso da simetria, tanto
dende un punto de vista xeométrico como analitico, e no desenvolvemento de métodos
computacionais. Dun xeito pouco rigoroso podemos pensar na simetria como un elemento
simplificador das diferentes ecuacidéns ds que nos enfrontamos. Asi, en moitos casos é
posible reducir sistemas de ecuacidns en derivadas parciais a ecuacidons ordinarias e mesmo
a sistemas alxébricos. O emprego de elementos de alxebra computacional & hora de
abordar o estudo das ecuacions alxébricas foi decisivo en moitos momentos, asi como o
desenvolvemento dentro do noso propio grupo de traballo de ferramentas de calculo
simbdlico adaptadas aos diferentes problemas considerados.

O reconecemento internacional do noso traballo foi patente cando recibin as
invitacions, no ano 2012, para unirme aos Comités Editoriais das revistas “Differential
Geometry and Its Applications” e “The Journal of Geometric Analysis”, que constitlen
algunhas das publicacions de referenciana area. Asemade son naactualidade o coordinador
da “Red Espaiiola de Andlisis Geométrico”.

2 Un paseo moi rapido pola historia

2.1 Inicios da xeometria diferencial (ata 1600)

O estudo da Xeometria remontase varios milenios atrds. Xa no Antigo Exipto, as
beiras do rio Nilo, os agrimensores utilizaban os seus cofnecementos xeométricos para
reconstruir as parcelas de labradio cada vez que o rio as desfacia coas stas enchentes. Pero
é a Civilizacion Grega a que marca o desenvolvemento inicial da Xeometria como a
cofilecemos nos nosos dias. O saber xeométrico da época permitiu avanzar no cofiecemento



do medio e, moi en especial, da Astronomia. Nos Elementos de Euclides xa se entendia que
unhalifia recta podia definirse polo feito de proporcionar a distancia mais curta entre dous
puntos e, aplicando ese mesmo principio a esfera terrestre (e si, na Grecia Cldsica sabiase
gueaTerraera “redonda”) chegouse 4 conclusién de que os circulos maximos proporcionan
o camifio mais curto entre dous puntos da superficie da Terra. Este feito foi utilizado por
Eratdstenes paramediralonxitude do arco entre dous puntos e dar asiunha boa estimacion
do tamafio do planeta.

No ano 1590 Mercator desefiou unha proxeccidn da superficie terrestre que hoxe
en dia leva o seu nome. Cofiecianse distintas representaciéns da Terra dende o tempo de
Ptolomeo, pero a de Mercator presentaba alglns aspectos sorprendentes. Orientada a
facilita-la navegacion maritima, a proxeccion de Mercator representaba as lifias de rumbo
(loxodromas) como lifiasrectas, o que facilitaba o labor dun navegante. Na sua formulacién
actual a proxeccion de Mercator baséase no uso da funcién logaritmica, que non foi
propiamente descrita ata o traballo de Napier do ano 1614. Mais sorprendente ainda é o
feito de que conserva a forma dos accidentes xeograficos (€ unha proxeccidén conforme), e
segue a ser utilizada por aplicacions como Google Maps.

O feito de que desenvolvementos matematicos con mais de catro séculos de
antigliidade sexan utilizados pola tecnoloxia mais recente fainos ser dubidosos do valor real
de certos indicadores cientificos coma o “Immediacy Index”, ou o “5-year journal Impact
Factor” na evaluacién da actividade investigadora.

2.2 Xeometria despois do cdlculo diferencial (1600-1800)

Coaintroduciondo calculo por Leibnize Newton foi posible avanzar no estudo das
curvas planas eainvestigacién de conceptos como o de circulo osculador que axuda a medi-
la curvatura. Nos traballosde Bernoulli calcilanse as tanxentes a algunhas curvas planase
describese a primeira formula analitica para a nocidon de curvatura.

Nesta época Euler fixo contribucidéns moi relevantes en Xeometria Diferencial.
Estudou a nocién de xeodésica sobre superficies, obtendo a primeira ecuacién de tales
curvas. Asemade, o seu estudo da mecdnica levou a comprensidndo feito de que unha masa
gue viaxase ao longo dunha superficie sen estar suxeita a ningunha forza externa seguiria
unha traxectoria xeodésica. Un precursor do que serian as ideas fundacionaisda mecénica
hamiltoniana e lagrangiana, asi como da Relatividade Xeral.

2.3 Xeometria intrinseca e non euclidiana (1800-1900)

O campo da Xeometria Diferencial converteuse nunha area de estudo propia araiz
dos traballos fundacionais de Gauss (1777-1855). A obra Disquisitiones generales circa
superficies curvas, publicada en 1827, considérase o punto de inicio da Xeometria
Diferencial moderna, onde se introduce a xeometria diferencial intrinseca e se establecen
nociéns basicas como a curvatura de Gauss, a primeira e segunda formas fundamentais, e



se proba o Teorema Egregium. Asi mesmo, os cdlculos de xeodésicas e areas de triangulos
xeodésicos deron lugar ao Teorema de Gauss-Bonnet que, sen dubida algunha, constitie
unha das conexidons mais relevantes e inspiradoras entre a Xeometria Diferencial e a
Topoloxia.

Pola mesma época, Bolyai e Lobachevsky, xunto ao xa citado Gauss, descubriron
independentemente a xeometria hiperbdlica e demostraron asi a existencia de xeometrias
consistentes féra do paradigma de Euclides. Na década de 1860 Beltrami construiu modelos
concretos para estas xeometrias. Foi Klein quen estableceu a denominacién de xeometria
non euclidiana en 1871 a través do programa de Erlangen, que puxo en nivel de igualdade
as xeometrias euclidianase non euclidianas. Implicitamente, a xeometria esférica da Terra,
qgue se vifa estudando desde a antigliidade era unha xeometria eliptica, polo tanto non
euclidiana.

2.4 Xeometria de Riemann

O desenvolvemento da Xeometria Diferencialintrinseca foi impulsado por Riemann
(1826-1866), alumno de Gauss, na stia Habilitacion do ano 1854. Nesta obra Riemann
introduciu por primeira vez as nocions de métrica e o seu tensor de curvatura asociado, a
partir dunhaidea de Gauss sobre o elemento delifia dunha superficie. Riemann comenzou
a facer un uso sistematico da alxebra lineal e multilineal, que desempefia un papel esencial
na teoria das formas cuadrdticas e da curvatura. Ainda que a nocidn de variedade
(topoldxica ou diferenciable) non estivera establecida nese tempo, Riemann traballa a nivel
local e propdn a posibilidade de investiga-las propiedades do espazo-tempo a partir da
analise do movemento das masas dentro do mesmo. Esta idea, que enlaza coa observacion
de Euler de que as particulas en movemento libre deberian seguir traxectorias xeodésicas,
€ unha precursora do principio de equivalencia de Einstein.

A raiz do traballo fundacional de Riemann, as técnicas utilizadas en Xeometria
Diferencial comezaron a ser mais sistematicas. Xurdiron nocions como a de grupo de Lie,
derivada covariante e calculo tensorial. Foi nesta linguaxe na que a xeometria diferencial e
as métricas de Lorentz foron utilizadas por Einstein na formulacién da Relatividade Xeral,
onde o espazo-tempo se describe como unha variedade diferenciable, e as ecuacions de
campo se establecen en termos da curvatura de dita variedade.

Unha forma sinxela de construir variedades riemannianas é considerar
subconxuntos (con certas propiedades de diferenciabilidade) no espazo euclidiano RN e
considerar sobre cada espazo tanxente a restricion do produto escalarde RY. Os teoremas
de inmersion de Nash [20] mostran que toda variedade de Riemann pode ser mergullada
nun espazo euclidiano de dimensién suficientemente grande, de xeito que o seu tensor
métrico é a restricion do produto escalar ambiente. Asi, un aspecto esencial en xeometria
riemanniana é a busca da “mellor” forma de mergullar unha variedade dada no espazo
euclidiano, ou equivalentemente, a procurar cal é a “mellor estrutura riemanniana” sobre
unha variedade. Dende logo, o cualificativo “mellor” debe ser especificado en cada caso e



dependera do obxecto de estudo a considerar.

Dende finais do século XIX a Xeometria Diferencial foise convertendo nun campo
gue se ocupa, de forma mais xeral, das estruturas xeométricas en variedades diferenciables.
Unha estrutura xeométrica é aquela que permite determinar algunha nociéon de tamario,
distancia, forma, volume ou outra medida. Deste xeito, en xeometria riemanniana
especificanse distancias, en xeometria simpléctica poden calcularse volumes, en xeometria
conforme soamente se consideran angulos, etc.

A Xeometria Diferencial non sé é o marco adecuado para a formulacién de cuestidns
matematicas como a analise de extremos condicionados, senén que encontra aplicacions
noutras areas das Matematicas e as ciencias naturais. A linguaxe da Xeometria Diferencial
desempena un papel esencial na Relatividade Xeral, asi como en posteriores teorias fisicas
(teoriasrelativistas modificadas, teoria cuantica de campos, o modelo estandar da fisica de
particulas, etc.). Féra da Fisica, a Xeometria Diferencial estd presente en problemas
variacionais tanto en Quimica como en Biomedicina, Enxefieria, desefio asistido por
ordenador ou, mais recentemente, en aprendizaxe automatico, por citar sé algunhas das
aplicacions mais inmediatas.

3 A curvatura

A nocidn de curvatura ocupa un lugar destacado en xeometria. Intuitivamente, a
curvatura é unha medida de como un obxecto xeométrico se desvia de ser plano ou lineal.
En palabras do profesor R. Osserman [22]

“The notion of curvature is one of the central concepts of
differential geometry; one could argue that it is the central one,
distinguishing the geometrical core of the subject from those
aspects that are analytic, algebraic, or topological.”

Prof. R. Osserman (1926-2011)

3.1 Curvatura de superficies
A idea detras do concepto de curvatura para curvas planas é sinxela: tratase de
medir canto cambiamos a direccidon a medida que percorremos a curva. Isto pode facerse



nun punto tomando a circunferencia que mellor aproxima a curva e asignando como valor
da curvatura en dito punto o inverso do raio da devandita circunferencia osculatriz.
Utilizando esta nocidn e, pensando en superficies no espazo euclidiano S c R3 pédense
construir familias de curvas planas pasando por un punto dado: as secciéns normais da
superficie. As curvaturas de ditas seccions normais no punto base p €S estdn
comprendidas entre uns valores minimo e maximo A;(p) < A,(p) que se denominan
curvaturas principais.

Planos normais

C de curvaturas 3
principais i

)ireccién normal

\ planc tanxente

Circunferencia osculatriz dunha Seccidons normais dunha
curva plana superficie

Asociadas a ditas curvaturas principais constriense a curvatura de Gauss e a
curvatura media no punto p € S como

K(P)=4(PAM,  HE)= (4 (P)+ 4 (P)

A curvatura media permite medir como evoluciona a drea dunha rexion da superficie ao
considerar variacions normais da mesma dando lugar @ enerxia de Willmore, que é central
na analise da desviacidon dunha superficie con respecto a unha esfera. Con todo, non é un
invariante intrinseco da superficie, é dicir, o seu valor pode cambiar se transformamos a
superficie ainda que preservemos a distancia entre os seus puntos. Pola contra, isto si
sucede coa curvatura de Gauss, que si é un invariante intrinseco, como amosa o Teorema
Egregium de Gauss.

O caracter intrinseco da curvatura de Gauss pode percibirse a través das
circunferencias xeodésicas. Se fixamos un punto dunhasuperficie pe S e consideramos os

puntos que se atopan a unha distancia (intrinseca) fixa R >0 respecto do punto base,
estamos a describi-las circunferenciasxeodésicas, S,(R), decentro peS eraio R.Dende

a nosa etapa de Educaciéon Primaria sabemos que a lonxitude de ditas circunferencias no
planosé dependedoradio R >0 e tomao valor 2mR. Porén nunha superficie arbitraria, a



lonxitude da circunferencia xeodésica L(S_(R)) varia co raio, mais tamen pode variar co

centro. En particular, sobre superficies con curvatura de Gauss constante este valor resulta

L(S,(R)) =2zsinR (no caso de curvatura positivaK = 1), ou L(S(R)) = 2zsinh R (no
caso de curvatura negativa K = —1). E sinxelo experimentar fisicamente este feito como
amosamos a continuacion.

Se despois de exprimir unha laranxa tratamos de aplanar a tona restante,
observaremos que esta se rompe, debido a que a lonxitude da sua circunferencia exterior
é menor ca que lle corresponderia como circunferencia no plano, o que constitie unha
proba experimental da observacién anterior.

Circunferencias xeodésicas na esfera: L(S (R)) = 2zsinR < 27R.

O mesmo sucede se cortamos un anaco pequeno de rosca da sua parte exterior e
tentamos aplanalo. A situacion oposta ocorre cando o corte se fai na zona préxima ao
burato. Cando o esmaguemos nunha mesa veremos que se engurra e se solapa consigo
mesmo, mostrando que a drea de esta rexidon é maior ca da rexion correspondente do plano.

Circunferencias xeodésicas na pseudoesfera: L(S (R)) = 2zsinhR > 22R.

De feito, o Teorema Egregium de Gauss séguese do cdlculo das lonxitudes de
circunferencias xeodésicas e a sila comparacion coas correspondentes do espazo euclidiano
mediante un proceso de paso ao limite. Dun xeito mais preciso, en cada punto peS, a

curvatura de Gauss verifica



3..  2nR-L(S, (R))
K(p) = =lim ——F—=
(p) T RS0 R3 !
o que evidencia que a curvatura de Gauss pode obterse a partir de medicidns locais sobre
a propia superficie e, polo tanto, é un concepto intrinseco.

O Teorema de Uniformidade establece que toda superficie é localmente
conformemente cha e, polo tanto, admite métricas con curvatura de Gauss constante. De

feito, partindo dunha métrica inicial g, sobre S con curvatura de Gauss K(g,), unha
deformacion conforme g =e“g, ten curvatura de Gauss constante C se a funcion de
rescalamento o € solucion da ecuacion eliptica Ao+ K(g,)=ce’ . A existencia de
soluciéns de esta ecuacidn garante a construcién das métricas desexadas.

3.2 Curvatura de variedades riemannianas

En dimensidnssuperiores a formalizacién matematica da curvatura vén dada en
termos dun obxecto tensorial que determina non sé a forma na que se separan as
xeodésicas que emanan dun punto dado, senéntamén aforma na que o tensor métrico se
diferencia do produto escalar euclidiano. Dada a complexidade do tensor curvatura, as
veces céntrase a atencion en obxectos asociados a el que codifican sé unha parte da sua
informacién. De entre os obxectos asociados ao tensor de curvatura son especialmente
relevantes os seguintes.

A curvatura seccional, que vén dada en cada punto pola curvatura de Gauss dunha
superficie tanxente ao subespazo 2-dimensional escollido. Un feito salientable é que a
curvatura seccional determina por completo o tensor de curvatura. Con todo, a sua analise
é complexa debido a que é unha funcién definidanon sobre a variedade dada, sendn sobre
un certo espazo fibrado asociado a variedade mesma.

O tensor curvatura de Ricci, que vén dado polos valores promedio da curvatura
seccional, mide o grao en que a aplicacién exponencial distorsiona o volume. Ademais
constitle un aspecto central nas ecuacion de campo de Einstein, que se obtefiena partir do
gradiente do funcional determinado pola curvatura escalar total. A curvatura escalar é unha
funcidn real sobre a variedade (a semellanza da curvatura de Gauss) que se obtén como a
traza do tensor de Ricci. Ainda que poida ser considerado como o invariante mais natural
da curvatura, a informacidon que proporciona sobre a xeometria da variedade é mais ben
limitada.

As métricas de Einstein son aquelas para as que o seu tensor curvatura de Ricci é
un multiplo escalar da métrica. Como ben pode ser inferido polo seu propio nome, as
variedades de Einstein son especialmente relevantes nas aplicaciéns fisicas, e o seu estudo
foi dende hai décadas e segue a ser un campo central de investigacion.

Os operadores de Jacobi non s determinan a curvatura seccional e o tensor de Ricdi,
sendn que permiten obter o campo variacional de calquera variacidon xeodésica. Asi, estes



operadores miden a aceleracién coa que as xeodésicas se afastan unhas de outras.
Consecuentemente é o obxecto matematico responsable de modelar a forza que
experimentan as particulas en caida libre.

A existencia de estruturas adicionais sobre unha variedade dada (Kédhler, Sasakianas,
cuaternidnicas, etc.) influe sobre a curvatura da variedade e, reciprocamente, en certos
casos é posible utilizar o tensor de curvatura para construir novas estruturas, dado que este
tensor pode serequivalentemente descritocoma un endomorfismo do fibrado de 2-formas
sobre a variedade. Moitas estruturas xeométricas correspdndense con seccidns especiais
de certos fibrados. Asi, as estruturas Kahler vefien determinadas por seccions paralelas e
non dexeneradas do fibrado de 2-formas sobre a variedade. E polo tanto posible en certas

situacidons asociar secciéns de AZ(TM) a autoespazos distinguidos do operador de
curvatura. Esta idea foi explorada por Derdzinski mostrando que toda métrica de Einstein
en dimensidn catro estd na clase conforme dunha métrica de Kahler baixo unha condicién
de non-dexeneracidon no operador de curvatura.

3.3 Curvatura de variedades de Lorentz: subespazos dexenerados

Ainda que a xeometria Riemanniana recibiu inicialmente un maior grao de atencion,
a Xeometria de Lorentz pasou a desempefiar un papel esencial nas aplicacidns fisicas, dado
gue constitle a base da formulacién matematica da Relatividade Especial e Xeral. Pese a
gue formalmente se asemelle & Xeometria riemanniana, presenta diferenzas esenciais,
comezando pola sia mesma existencia, que se ve fortemente restrinxida pola topoloxia da
variedade. A hora de estudar a curvatura, o feito de existir direcciéns espaciais
(determinadas por vectores de norma positiva), temporais (determinadas por vectores de
norma negativa) e luminosas (correspondentes a vectores de norma nula) da lugar a non
poucas situacions patoldxicas.

No espazo de Minkowski os vectores de
modulo k2 constitien o hiperboloide dunha

folla x*+v°—z"=K" (en cor amarelo),

namentres que os vectores de médulo —k?
situanse nos puntos do hiperboloide de duas

follas x*+¥v"—z"=—k" (en cor vermello).
Os vectores luminosos atdpanse sobre o
dobre cono =z =x"+ 71" (en cor verde).

O feito mesmo de que a curvatura seccional non estea definida sobre toda a



grassmanniana de 2-planos, sendn so sobre a subvariedade aberta determinada polos
planos non dexenerados, fai que a curvatura seccional non tome valores acoutados. Asi
xorden de modoinmediato os problemas de acoutamento e extension con continuidade da
curvatura seccional atoda a grassmanniana. Estas cuestiéns foron estudadas, entre outros,
por Kulkarni e Nomizu, guen mostraron que a resposta positiva a ambalas duas cuestions
sO pode darse en espazos de curvatura seccional constante. Unha situacién analoga dase
no campo das estruturas Kdhler indefinidas, cuxo estudo constituiu un dos aspectos centrais
da mina tese de doutoramento.

Outro aspecto esencial na diferenza entre as xeometrias riemanniana e de Lorentz
€ a non existencia dunha distancia intrinseca no segundo caso. Non é posible medir a
distancia entre puntos dun xeito analogo a como estamos afeitos, sendén que no marco
lorentziano esta debe considerarse a partir da separacidn temporal. O concepto de
separacion temporal subxace no estudo da causalidade en Xeometria de Lorentz. A
existencia de xeodésicas temporais pechadas (que violaria a condicidon de causalidade
cronoldxica) poderia dar lugar a modelos do espazo-tempo onde un obxecto viaxando ao
futuro volvese atopar co seu propio pasado. A anadlise de distintas condicions de
causalidade, e a sua relacion coa curvatura e a xeometria subxacente da variedade, é un
aspecto central en xeometria de Lorentz sen andlogo riemanniano. Amodo de exemplo, os
teoremas de mergullo riemannianode Nash non son certos no contexto lorentziano, senén
gue a sua validez estad condicionada pola restricion mais forte que impodn a causalidade,
como mostraron Miiller e Sdnchez en [19].

4 Ecuacions diferenciais e Analise Xeométrica.

Dende un punto de vista analitico, para unhaecuacion diferencial dada, o seu estudo
céntrase na existencia de solucidon e, no seu caso, na sUa unicidade baixo condicions
prefixadas que ben poden ser de valores iniciais ou de fronteira. Dende unha perspectiva
xeométrica é importante a existencia de dominios caracteristicos para tal ecuacién, isto é,
se a existencia de solucidns definidas sobre unha variedade dada leva a restricions sobre a
slla xeometria que poidan permitir a sua caracterizacion como as unicas variedades onde
esa ecuacidn tefa solucién non trivial. Obviamente a posibilidade de obter tales resultados
dependera da ecuacion mesma e, principalmente, do seu significado xeométrico ou fisico.

A ecuacion de Obata sobre unha variedade riemanniana (M, g) pode ser escrita
como

Hes(f) + fg =0,

onde Hes(f) representa o hessiano dunha funcion diferenciable respecto da métrica
riemanniana. Esta ecuacidn é un sistema sobredeterminado de ecuacidéns en derivadas
parciais de segunda orde do que, tomando trazas, se obtén a ecuacion Af + nAf = 0. Asi,
calquerasolucién debe ser unha funcién propiado laplaciano e o valor —nA correspdndese
co primeiro valor propio do operador de Laplace, o que pon de manifesto a relevancia
xeométrica de esta ecuacién. Para o valor A =0, cada solucién non constante da ecuacidon



Hes(f) = 0 permite descompofier unha lifia na variedade, de xeito que esta resulta ser
localmente isométrica a un produto N xR . Para o valor 4 >0, as Unicas variedades
(conexas e completas) que admiten solucidéns non triviais son as esferas, mentres que no
caso A <0 aexistenciade soluciéns non triviais permite caracterizar distintos modelos do
espazo hiperbdlico [12, 21].

. . . . - A
A ecuacion de Obata é un caso especial da ecuacién de Mobius Hes(f) = ng, que

permite caracterizar a estruturalocal dos productos deformados. A pesar da sUa sinxeleza,
os produtos deformados son a estrutura subxacente en practicamente todos os modelos
relativistas, tanto cosmoldxicos como estaticos, debido & existencia de simetrias
infinitesimais nestas variedades. O seu estudo constituiu un dos aspectos centrais da tese
de doutoramento de Miguel Brozos Vazquez.

As variedades harmdnicas xorden como aquelas variedades riemannianas onde a
ecuacion Af =0 admite unha solucidon que sé depende da funcién distancia intrinseca.
Pese a que tal condicidon resulta ser moi rixida, ainda non esta dispoiible unha descricidon
completa das variedades harmonicas e, por agora, os Unicos casos cofiecidos son os espazos
homoxéneos dous-puntos e as variedades de Damek-Ricci.

Por outra banda, a existencia de solucidns independentes dunha ecuacién dada
tamén proporciona informacidon sobre a xeometria subxacente. Tal é o caso da ecuacion
conforme Einstein, que admite solucidns linealmente independentesse e sd se a variedade
é localmente conformemente plana ou localmente isométrica a unha variedade de fronte
de onda ( PP -wave) no caso lorentziano. As variedades de fronte de onda, ao admitir un

campo de vectores luminoso paralelo, presentan simetrias sen un analogo riemanniano, o
gue as fai especialmente utiles en dimensiéns baixasn = 3,4. O estudo da sua curvatura
desenvolveuse na tese de doutoramento de Mohammad Chaichi.

O estudo xeométrico das ecuacions diferenciais, e 0 seu uso pararesolver problemas
de indole xeométrica ou topoldxica constitie o que actualmente se denomina Andlise
Xeométrica. Pola sUa propia natureza esta area interrelacionase con outras ramas da
matemdtica como son a Topoloxia, a Andlise Matemadtica, Variable Complexa,
Probabilidade, etc. Os principais problemas abordados veifien da Xeometria Riemanniana e
as suas relacions coa Topoloxia e a Fisica, sendo estas conexidons un dos motores
fundamentais do seu estudo. A continuacion sinalarei algiins temas centrais na Analise
Xeométrica. Comezando polas conxecturas de Calabi e Poincaré, que se consideran o
nacemento e o seu maior éxito ata a data, rematarei sinalando aspectos relacionados con
cuestidns variacionais e a construcién das métricas de Einstein.

4.1 A conxectura de Calabi

A conxectura de Calabi céntrase na existencia dun certo tipo de métricassobre unha
clase especial de variedades complexas. De forma un pouco mais precisa, a conxectura
aseguraba a existencia de solucidn para un problema de curvatura de Ricci preestablecido.



Sobre unhavariedade Kahler (M, g,J), a 2-forma de Ricci (obtida ao combinar o tensor de
Ricci coa estrutura complexa) é unhaforma pechada querepresenta a clase de cohomoloxia
correspondente @ primeira clase de Chern ¢ (M). A fin de evitar situacions patoldxicas
correspondentes a variedades simplécticas que non admiten métricas de Kahler, Calabi
conxecturou que para calquera 2-forma pechada {2 non dexenerada, existe exactamente
unha métrica de Kahler en cada clase de métricas de Kdhler con forma deRicci precisamente
C). A conjectura de Calabi foi probada por Shing-Tung Yau, quen recibiu a Medalla Fields
pola sua proba. Un aspecto central do seu traballo consistiu na analise dunha ecuacién de
Monge-Ampeére complexa, o que adoita considerase a orixe da Analise Xeométrica.

Inicialmente, Calabi xa tifia transformado a sla conxectura nun problema de
ecuacions tipo Monge-Ampére complexas e mostrou que esa ecuacion tifia como moito
unha solucion, o que probaba a unicidade da solucién buscada. Yau foi quen de construir
unha solucién da ecuacién resolvendo primeiro unha ecuacién mais sinxela e amosando
despois que a solucién encontrada podiaser deformada con continuidade a unha solucién
da ecuacidon mas complexa.

Prof. E. Calabi (1923-2023) Prof.S. T. Yau

Na situacion especial de que a primeira clase de Chern sexa nula, a conxectura de
Calabi garante a existencia de exactamente unha métrica Kahler Ricci-plana. Isto pode ser
visto como un resultado de existencia e unicidade para métricas Kahler-Einstein de
curvatura escalar nula no eido das variedades complexas compactas.

4.2 A conxectura de Poincaré

O resultado recente madis salientable no campo da Andlise Xeométrica é a
demostracion da conxectura de Poincaré, unha cuestion puramente topoldxica cuxa
solucién foi acadada utilizando técnicas de ecuaciéns en derivadas parciais, analise
funcional, topoloxia alxébrica e xeometria de Riemann, unha mostra mais do caracter



multidisciplinar das matematicas.

Se estiramos unha goma elastica arredor da superficie dunha laranxa, é posible
encolle-la ata un punto movéndoa sobre a superficie sen rompela. Este desenvolvemento
non é posible sobre outros tipos de superficies como por exemplo un toro de revolucion (a
superficie dunha rosca). Asi, dicimos que a superficie da laranxa é simplemente conexa,
mentres que a do toro non o é.

Poincaré sabia que a esfera bidimensional podia ser caracterizada por esta
propiedade topoldxica e formulou en 1904 a pregunta dunha posible caracterizacién da
esfera de dimension tres pola propiedade de ser simplemente conexa. Esta cuestion
resultou ser extraordinariamente dificil de respondere pasou case un século ata a solucién
de Perelman entre os anos 2002 e 2003 (recollida en tres traballos publicados na base de
datos “arXiv.org”). Ainda que os traballos de Perelman non foron publicados de “forma
oficial” a sia demostracion foi plenamente aceptada e otorgduselle a Medalla Fields no ano
2006 por este logro. Perelman baseou a sua solucion no estudo do fluxo de Ricci,
previamente desenvolvido por Hamilton.

Prof. H. Poincaré (1854-1912) Prof. G. Perelman

Nunha variedade de Riemann (M, g), unha familia un-paramétrica de métricas
{g(t)} é unha solucidn do fluxo de Ricci se verifica a ecuacion

gg(t):—Zp(t), sendo g(0) =g,

onde p(t) representa o tensor de Ricci da métrica g(t). Hamilton [15] foi o primeiro en

utilizar este fluxo, demostrando que calquera variedade compacta de dimension tres que
admita unha métrica de curvatura positiva tamén admite unha métrica de curvatura
seccional constante.

De maneira semellante a como ocorre coa difusion da calor, o fluxo de Ricci é un



fluxo intrinseco que deforma a métrica suavizando a sua curvatura (coa idea ultima de
converxer a unha métrica de Einstein).

Abaixo pode verse a deformacion dunha superficie de revolucién con forma de
mancuerna baixo o fluxo de Ricci. Os debuxos correspdndense coa evolucidn da superficie
aintervalos detempoiguais, e estan desefiados @ mesma escala como se mostra en [28].

Contodo, certas métricas desenvolven singularidades en tempo finito, un problema
central na analise de Perelman.

Existen métricas que non poden mellorar o seu comportamento mediante o fluxo
de Ricci. En particular, as métricas de Einstein (onde o tensor de Ricci é un multiplo escalar
da métrica, p = Ag ) mantéfiense invariantes baixo o fluxo de Ricci salvo homotecias. De
feito, g(t) = (1—2At)g € unha solucién de dito fluxo. Dunha forma mais xeral, dado un
grupo un-paramétrico de transformaciéns ¥, :M — M eunhafunciénpositiva o (t), unha
solucién da forma g(t) = o(t)(¥, g) chdmase unha solucién auto-similar. Tales soluciéns

representan os puntos fixos xeométricos do fluxo (isto é, as solucidns que permanecen
invariantes salvo difeomorfismos e rescalamentos), que son cofiecidos como solitons de
Ricci. Estas solucidns caracterizanse pola ecuacion diferencial xeométrica

Lxg+p=A27g,

onde X é un campo de vectores sobre a variedade e £, denota aderivadade Lie ao longo



do fluxo de X'. A analise dos solitdns de Ricci é fundamental & hora de comprende-as
singularidades do fluxo de Ricci e o traballo de Perelman ten contribuido de forma esencial
a sua clasificacion.

O noso traballo centrouse inicialmente na clasificacion dos soliténs de Ricci baixo
propiedadesxeomeétricas, que van dende aspectosdo comportamento da sUa curvatura ata
a existencia de certas simetrias na estrutura subxacente. Os primeiros resultados
riemannianos, conxuntos con Manuel Fernandez Lopez, motivaron a andlise da situacién
lorentzianaque foi o nucleo da tese de doutoramento de Sandra Gavino Fernandez. Dende
un punto de vista fisico é relevante o estudo dunha modificacién do fluxo de Ricci, o fluxo
de Ricci renormalizado, que consituiu a cuestion central na tese de doutoramento de
Rodrigo Marifio Villar.

Ademais de ser unhaferramenta bdsica na proba da conxecturade Poincaré, o fluxo
de Ricci foi utilizado recentemente, por exemplo, na demostracién de teoremas de
pinzamento para a curvatura. O Teorema de Pinzamento da curvatura establece que se M
€ unhavariedade compactaonde a curvatura seccional de calquera 2-planos 7, z, — T.M

verifica 0 < K(x,) <4K(x,), enton é difeomorfa a esfera euclidiana. Mentres que o

problema fora resolto a nivel topoldxico no ano 1960, o aspecto diferenciable era moito
mais complexo debido 4 existencia de esferas exdticas. De feito, non foi ata 2007 que
Brendle e Schoen conseguiron concluir a sia demostracién [3].

4.3 Meétricas criticas e problemas variacionais

A orixe do calculo de variacidns adoita situarse na solucién de Newton para o
problema da curva braquistdcrona. Tratabase de atopar a curva no plano unindo dous
puntos, de xeito que proporcione a traxectoria paraa que un corpo que se movese tan so
baixo os efectos da gravidade empregase o menor tempo posible en recorrela. En termos
de xogos infantis, tratariase de atopar a forma do tobogan mais rapido.

De xeito pouco rigoroso pddese dicir que o calculo variacional é o problema
matematico consistente en atopar valores extremos para determinados funcionais. Esta
idea xeral inclUe problemas como o de atopar a curva de menor lonxitude que une dous
puntosou a construcion de superficies de revolucion con area minima. Madis alé da cuestion
puramente matematica, o cdlculo variacional atopa aplicaciéns importantes en Fisica,
Quimica, Bioloxia, e mesmo Economia. Seguro que a pouco que busquemos podemos
atopar un problema variacional en calquera disciplina cientifica.

Dende un punto de vista puramente xeométrico, as curvas xeodésicas
caracterizanse por ser as curvas criticas para o funcional de lonxitude. As superficies
minimais e as de curvatura media constante, asicomo as aplicacions harmdnicas, son algins
exemplos amplamente estudados de nocidns xeométricas que xorden de modo natural
como solucion de problemas variacionais. Resulta moi ilustrativo que as pompas e as



peliculas de xabdén adopten a forma dunha superficie que é solucion dun problema deste
tipo.

As aplicacions harmonicas correspéndense cos puntos criticos do funcional de
enerxia de Dirichlet

1
E(F)= f | df2dvol,,

onde as correspondentes ecuaciénsde Euler-Lagrange vefien determinadas pola anulacién
do campo de tension da aplicacion z(f) =trazavdf , onde Vdf denota a segunda forma
fundamental asociada a aplicacién considerada. As aplicaciéns harmdnicas xeneralizan as
isometrias e contefien como caso particular as aplicaciéns holomorfas entre variedades
kdhlerianas. Son por tanto especialmente axeitadas para comparar propiedades
xeométricas das variedades dominio e imaxe.

De maneira informal podemos pensar a enerxia de Dirichlet dunha aplicacién
f :M — N como a medida da forma na que se deforma a variedade M ao mover os seus

puntossobre N .Se pensamosnunhabanda eldstica e a estiramos sobre a superficie dunha
laranxa, a tensidn total 4 que se somete esta banda estd representada pola enerxia da
aplicacion subxacente. O estudo das aplicacions harmdnicas comezou no ano 1964, cando
Eells e Sampson amosaron que baixo certas condicidns toda aplicacion podiaser deformada
nunha aplicaciéon harmaonica [9]. O seu traballo foi a inspiracion para o estudo posterior do
fluxo de Ricci. A curvatura desempefia un papel esencial no comportamento das aplicacions
harmonicas, e reciprocamente, a existencia de tales aplicacidonsten consecuencias sobre a
curvatura. O estudo da harmonicidade aparece sistematicamente en relacién co noso
campo detraballo. Ao ser unha condicién mais débil que o caracterisométrico permite unha
maior flexibilidade d hora de comparar propiedades e foi un aspecto bdsico no noso estudo
das aplicaciéns riemannianas.

Unha superficie S < R?® dise minimal se representa un punto critico para o
funcional de drea. Nun dominio compacto dunha superficie S parametrizada por x(u, v)
consideramos variacions normaisdeterminadaslocalmente por parametrizacions da forma
X[t](u,v) = x(u,v) +tgd(u,v)(& o x)(u,v), onde & denota un vector normal a superficie no
dominiodadoe ¢ éunhafunciondiferenciable con soporte contido no interior do dominio.
Asi, considerando variaciéns do funcional de area, t — Area(S[t]) =fMdvol[t] , a
superficieinicial € un punto critico se e s6 se a curvatura mediasatisfai H =0. Considerando
un anaco de superficie S e os correspondentes sobre as superficies paralelas S[t] obtidas
ao mover a superficie orixinal de modo uniforme ao longo da direccion normal (que
corresponde 4 situacién en que ¢(u,v) =1), tense que a evolucidn da area vén controlada
polas curvaturas totais media e de Gauss:

Area(S[t]) = Area(S) — th

H+t2jK,
S S



o0 que mostra que dmbalas duas curvaturas desempenan un papel esencial na evolucién da
area e a estabilidade das superficies criticas.

Cando a variacién considerada deixa de ser libre e pasa a estar suxeita a algunha
restricion, o problema de puntos criticos convértese nun problema de extremos
condicionados. Asi, considerando variacions de superficies suxeitas a encerrar un volume
constante, os puntos criticos correspdndense coas superficies de curvatura media
constante. Dende un punto de vista fisico, pola Lei de Laplace-Younga curvatura media
dunha membrana que separa dous medios homoxéneos é proporcional & diferenza de
presion a dmbolos dous lados da mesma. Asi, cando a diferenza de presions é nula, a
membrana ten curvatura media cero e constitle unha superficie minima, de onde se segue
qgue as peliculas de xabdn no espazo son exemplos de tales superficies. Cando esa diferenza
de presidn sexa constante perononnula,amembrana debe tomar a forma dunha superficie
de curvatura media constante, como é o caso das esferas. Asi, as superficies minimais e de
curvatura media constante estdn presentes non s6 en moitos problemas fisicos ou
guimicos, senédn tamén na base de moitas cuestidons bioldxicas como se pon de manifesto
na recente exposicién [30].

Dende un punto de vista conforme, as superficies minimais en R3 correspéndense
coas inmersions harmonicas, polo que o seu estudo abrangue distintos campos da
matemadtica coma a Analisise Complexa, a Xeometria Alxébrica ou a Topoloxia, a maiores
da Xeometria de Riemann. A exposicion presentada por Meeks e Pérez en [18] é
especialmente reveladora da situacion actual do estudo das superficies minimais.

Considerando a curvatura escalar dunha variedade riemanniana como o invariante
escalar mais sinxelo da sua curvatura, as métricas de Einstein xorden como soluciéns das
ecuacions de Euler-Lagrange para o funcional de Hilbert-Einstein

gEM, f Tgdvol,
M

restrinxido a variacions con volume constante dunha métrica dada, onde T, representa a

curvatura escalare M, denota o espazo de métricas de volume constante sobre M . Asi, as
métricas de Einstein correspdndense con aquelas paraas que a sua curvatura escalar esta
distribuida de maneira mais uniforme sobre a variedade. No caso mais xeral de considerar
variacions arbitrarias (sen ningunha restricion sobre o volume), os puntos criticos do
funcional vefien dados polas métricas Ricci-planas. Como xa mencionamos anteriormente,
o funcional de Hilbert-Einstein é central non s6é en Xeometria Riemanniana, sendn tamén
en Relatividade Xeral, onde constitle a base esencial da accién que da lugar s ecuacions
de campo de Einstein.

As métricas de Einstein tefien curvatura seccional constante en dimensidns baixas
n <3, polo que son localmente isométricas a esferas S", a espazos hiperbélicos H" ou ao



espazo euclidiano R". En dimensidn superior, a existencia de métricas de Einstein é un
problema aberto na actualidade cun importante nimero de conxecturas pendentes de
resolucion. A dimensiéon catro, ademais de ser o primeiro caso non trivial, presenta
particularidades esenciais dado que existen obstrucions topoldxicas & existencia de
métricas de Einstein en termos da caracteristica de Euler, y[M], e a sinatura da variedade,

7[M], determinadas pola desigualdade de Hitchin-Thorpe y[M]> % |z[M]].Sabese que a

desigualdadede Hitchin-Thorpe é s6 unha condicién necesaria, pero non suficiente, paraa
existencia de métricas de Einstein en dimension n=4.

A construccion de métricas de Einstein é un problema sobredeterminado de dificil
solucién. Unha estratexia para construir tales métricas baséase na deformacién conforme
dunha métrica dada coa idea de atopar ou garantir a existencia dunha métrica de Einstein
na clase conforme da métrica inicial. Asi, unha variedade riemanniana n-dimensional
(M, g) é conforme Einstein se existe unha deformacién conforme g = @~2g de Einstein,

0 que é equivalente & existencia dunha solucién positiva da ecuacion

(n— 2 Hes(@) + op = {(n — g + ¢ty

Séguese do Teorema de Uniformidade que toda variedade de dimension n=2 é
conforme Einstein ao ser localmente conformemente plana. Asemade, en dimensidn tres o
caracter conforme Einstein é equivalente ao localmente conformemente plano. Asi, os
primeiros exemplos non triviais aparecen en dimension catro onde, a pesar de existir un bo
numero de resultados parciais, o contexto xeral estd ainda lonxe de ser entendido. No
marco da tese de doutoramento de Ixchel Gutiérrez Rodriguez analizamos a existencia de
métricas conforme Einstein cun alto grao de simetria. A posibilidde de reducir a analise en
catro dimensidns a un problema afin de duas dimensidns foi explorada na tese de
doutoramento de Xabier Valle Regueiro, o que permitiu obter resultados de clasificacion
baixo condicidonsda curvatura na clase conforme. A continuidade desta lifiade traballo estd
especialmente motivada polas suas aplicacions na construcién de modelos matematicos
aplicables na gravitacién conforme.

Intimamente relacionado coa existencia de métricas conforme Einstein, o problema
de Yamabe afirma a existencia dun representante con curvatura escalar constante en cada
clase conforme. Toma o seu nome do matematico H. Yamabe, que afirmou ter unha proba
deste resultado en 1960. Anos mais tarde, en 1968, descubriuse que a proba de Yamabe
non era correcta, polo que o problema voltou a actualidade matematica. O traballo de
Trudinger, Aubin e Schoen permitiu finalmente obter unhaprobavalidado que resultou ser
un problema moito mais complexo do que inicialmente se podiaimaxinar. A solucion mais
xeral foi obtida por Escobar en 1992, quen mostrou que a métrica de calquera variedade
con borde podia ser deformada de maneira conforme nunha métrica con curvatura escalar
constante para a cal a curvatura media do borde tamén era constante [10].



Os invariantes escalares de primeira orde da curvatura constitien un espazo
vectorial de dimension un xerado pola curvatura escalar 7 . Aumentando unha unidade a
orde dos invariantes, estes constitlen un espazo catro-dimensional xerado por
{t2,1p|? |R|? At}, onde|p| e |R| son as normas do tensor de Ricci e o tensorde curvatura
determinadas pola métrica do espazo, respectivamente. Da mesma maneira que o
funcional de Hilbert-Einstein estd asociado & curvatura escalar, tefien sido estudados
funcionais asociados a invariantes escalaresde segunda orde da curvaturacomo poden ser,
a maiores dasnormas L? de determinados tensorescurvatura, os invariantes de volume, o
invariante de Chern-Gauss-Bonnet, o invariante espectral, etc. O estudo destes funcionais
constitue a base das ecuacions de campo de novas teorias gravitatorias como a Gravitacion
Conforme, a Gravitacion Masiva e outras modificacions da Relatividade Xeral. Estos
funcionais encadranse no estudo xeral de

S(g) = [, tédvoly e F.(g9) = [, {lpg|* + tz5} dvol g.

As ecuacions de Euler-Lagrange de tales funcionais, restrinxidos a variaciéns que mantefien
o volume constante, ou para variacions libres en dimension n =4, foron establecidas por
Berger en termos de sistemas sobredeterminados de ecuacions en derivadas parciais [2]:

Hes(1) —% Atg — T(p —%Tg) =0,
Ap— (2t + 1) Hes(1) +%(Ar)g - §(|p|2 +t12)g + 2R[p] + 2ttg = 0.

Os funcionais F; correspondentes aos valores t =-1/3 e t =-1/4 son equivalentes aos
determinados polas normas L? do tensor de Weyl e o tensor de curvatura,
respectivamente. O funcional F_;,; é especialmente relevante en Fisica pois determina a
accion en Gravitacion Conforme, onde as ecuacions de Euler-Lagrange vefien dadas pola
anulacion do tensor de Bach. O funcional F_; /g é relevante non so na accion das teorias de
Gravitacion Masiva, sendn tamén dende un punto de vista xeométrico ao proporcionar
unha caracterizacién variacional dos espazos de curvatura seccional constante, como
mostraron Gursky e Viaclovsky en [14].

As métricas de Einstein son criticas para tddolosfuncionais anteriores en dimensiéns
tres e catro. A situacion muda en dimensiéns n > 5, onde hai métricas Ricci-planas que non
son criticas para ningun funcional F, . Nestas dimensions é necesaria a condicion mais forte

de ser super-Einstein para garantir a criticalidade, o que mostra que todo espazo simétrico
irreducible é critico para todo funcional cuadratico da curvatura. Ao igual queacontece coas
métricas de Einstein, a clasificacion ou mesmo a existencia de métricas criticas para
funcionais cuadraticos da curvatura constitie un problema aberto de dificil solucion.

O noso traballo recente centrouse na clasificacion de métricas criticas para
funcionais cuadraticos da curvatura baixo diferentes condicions de homoxeneidade, que



constituiu o eixe central da tese de doutoramento de Sandro Caeiro Oliveira. Ademais, a
procura destas métricas motivou recentemente a construcién de novos fluxos xeométricos
baseados nas correspondentes ecuaciéns de Euler-Lagrange. Tal é o caso do fluxo de Bach,
cuxos solitdns constituiron un dos aspectos de estudo da tese de Maria Ferreiro Subrido.

5 Variedades con simetria: reducion das EDP’s

A simetria é un aspecto caracteristico non s6 de formas xeométricas, sendn tamén
de sistemas de ecuacidns, xunto con outros obxectos ou entidades abstractas. De modo
xeral, dicimos que un obxecto é simétrico en relacién a unha operacion matematica
prefixada se tal obxecto non cambia o seu aspecto ao ser aplicada esa operacién sobre el.
Asemade, dous obxectos serdn simétricos respecto a un grupo de operacidns se un deles
pode transformarse no outro mediante tales operacidns.

A simetria € unha nocidon omnipresente na nosa vida cotiad: dende os conceptos
mesmos de beleza, onde a simetria e as proporcidns tefien un papel esencial, ata os
distintos campos cientificos. Asi, a simetria maniféstase en Bioloxia a través da distribucién
dos distintos organismos. A distribucion corporal da maioria dos organismos pluricelulares
mostra algun tipo de simetria que pode ser radial, bilateral ou doutro tipo. A simetria
xeomeétrica das moléculas é a base de moitas das suas propiedades e o seu estudo é esencial
na clasificacién quimica das mesmas. A nocidén de simetria é ademais esencial en Fisica. De
feito, en palabras do profesor P. W. Anderson [1], premio Nobel de Fisica no ano 1977,

“It is only slightly overstating the case that physics is the study of symmetry”
Prof. E. Noether

(1882-1935)

Prof. P. W. Anderson
(1923-2020)

Un exemplo da relevancia do concepto de simetria vén dado polo Teorema de
Noether, que establece que calquera simetria diferenciable provén dun sistema fisico que
ten a sua correspondente lei de conservacion. De maneira informal, a cada simetria
(diferenciable) correspdndelle unha lei de conservacidon e viceversa. Este feito, que
establece a conexion fundamental entre a simetria en Fisica e as leis de conservacion,
explica a invariancia de tales leis ao longo da evolucién temporal dun sistema fisico.



5.1 Simetria e curvatura

De acordo co Programa de Erlangen, publicado por Felix Klein en 1872, a xeometria
é o estudo das propiedades dun espazo que son invariantes pola accion dun grupo de
transformacions. O grupo de transformacions en Xeometria riemanniana esta constituido
polas isometrias da variedade, se ben en ocasidns pode ter propiedades adicionais
derivadas da existencia dalgunha estrutura engadida sobre a mesma.

As simetrias dunha variedade determinan a forma da mesma, o que se manifesta en
propiedades da sUa curvatura. Asi, a curvatura seccional debe ser constante en cada
variedade que acade o grao maximo de simetria (isto é, cando o grupo de isometrias tefia
dimensidn maxima). A cuestidn reciproca, consistente na determinacién das simetrias a
partir das propiedades da curvatura, é un problema activo na comunidade matematica. A
modo de exemplo, os espazosde curvatura seccional constante S", R" e H" non sé posten
o grupo de isometrias de maior dimensién, senén que este actla de forma transitiva no seu
fibrado esférico. Este feito formulase en termos de dous conceptos xeométricos.

Homoxeneidade: Para calquera par de puntos p,qeM existe unha isometria D da
variedade riemanniana que transforma un punto no outro, ®(p) =q. Asi:
“A variedade ten a mesma forma en todolos puntos”.

Isotropia: Para calquera par de direcciéns determinadas por vectores unitarios i, v eT,M

no espazo tanxenteaunpunto pe M existeunhaisometria ® davariedade que, fixando

ese punto ®(p) = p, transforma unha direccion na outra, dd (i) =V mediante a sua

aplicacién diferencial. Asi:
“A variedade ten a mesma forma en tddalas direccions”.

A propiedade de isotropia reflictese no espectro dos operadores de Jacobi, que
deben ter autovaloresindependentes do punto e a direccién considerada (o que se cofiece
como propiedade de Osserman). A pesar das moitas achegas acadadas dende o traballo
fundacionalde Chi en [5], a clasificacién das variedades de Osserman é ainda un problema
aberto [13]. A suUa resolucidn completa semella moi complexa debido a existencia de
variedades de Osserman que incumplen as duas condicions de homoxeneidade
mencionadas anteriormente. O estudo de distintos aspectos das variedades de Osserman
foi o eixo central nas teses de doutoramentode Ramdn Vazquez Lorenzo e, mais tarde, de
José Carlos Diaz Ramos. Asi como o operador de Jacobi reflicte o comportamento das
xeodésicas, o operadorde curvatura antisimétrico controla o comportamento dos ciruclos.
O estudo das suas propiedades espectraisfoi abordado nas teses de doutoramento Esteban
Calvifio Louzao e Ali Haji Badali.

Dende un punto de vista diferente, ainda que estreitamente relacionado, nunha
variedade homoxéneatodos osinvariantes escalares da curvatura son constantes. Tricerri,



Priifer e Vanhecke probaron que o reciproco é certo no caso riemanniano [27], co que é
posible determinar a homoxeneidade local a partir da analise da curvatura.

5.2 Simetria e ecuacions

Unha simetria dunha ecuacion é unha transformacion que mantén invariante o
conxunto de solucidns. A andlise das simetrias dun sistema de ecuacidns é asi un aspecto
esencial cando se trata de resolver tales ecuaciéns, se ben a sia determinacidon pode ser
moi complexa. O grupo de simetria dun sistema de ecuaciéns é o maior grupo de
transformacions que actla sobre o espazo de variables independentes do sistema coa
propiedade de transformar unhas solucions noutras. O desenvolvemento destas ideas por
Lie deu lugar 4 teoria de Grupos de Lie, que esta na raizde moitas cuestiéns matematicas.

Dende outro punto de vista, a existencia de simetrias, tanto no dominio como nun
sistema de ecuaciéns dado, permite reducir o nimero de variables do sistema e como
resultado reducir o sistema dado a outro mais sinxelo. Na situacién mais simple na que a
variedade sexa homoxénea, este sistema pode chegar a reducirse a unsistemade ecuacions
alxébricas. Asi, as métricas de Einstein homoxéneas en dimensién catro foron clasificadas
por Jensen, quen mostrou en [16] que tales espazos son necesariamente simétricos. O
estudo dos correspondentes sistemas de ecuacions alxébricas pode ser abordado facendo
uso de ferramentas de Alxebra Computacional como poden ser as bases de Grobner.

Unha situacién mais xeral, pero amplamente estudada, é aquelana que a variedade
presenta un certo grao de cohomoxeneidade. As variedades riemannianas cun grao de
cohomoxeneidade dado pddense caracterizar polo feito de estar foliadas polos conxuntos
de nivel dos invariantes escalares da curvatura, onde a dimensién de tal foliacién esta
determinada polo grao de cohomoxeneidade, como mostraron Console e Olmos en [6]. Asi,
cando a variedade dada é de cohomoxeneidade un, é moitas veces posible reducir un
sistema de ecuacions en derivadas parciais a outro de ecuaciéns diferenciais ordinarias.
Ainda asi, as ecuacions resultantes non son de facil resolucion, pero sen dubida algunha a
simplificacién do problema é moi relevante.

5.3 Simetria e homoxeneidade na curvatura

O feito de que as isometrias dun espazo preserven o tensor de curvatura (o que
xeneraliza o Teorema Egregium de Gauss) fai que a estrutura alxébrica do tensor de
curvatura sexa a mesma en tédolos puntos dun espazo homoxéneo. A cuestion reciproca
ten dado lugar a nocién de homoxeneidade na curvatura, que constitie unha xeneralizacion
dos espazos localmente homoxéneos.

A homoxeneidade dunha variedade conleva a existencia dun grupo de isometrias
grande, isto é, de dimensidn cando menosigual a da variedade, que actua transitivamente
sobrea mesma. En moitas ocasions ese grao de simetria permitiu probarun bo nimero de
resultados que poden ser estendidos a situaciéns mais xerais baixo condicions mais febles



de homoxeneidade na curvatura. Asi, Derdzinski demostrou en [8] que as variedades
riemannianas homoxéneas na curvatura de dimensién catro que cumpren a condicién de
Einstein son localmente simétricas, o que xeneraliza un resultado xa mencionado de Jensen
no caso simétrico. Petersen e Wylie mostraron que os solitdons de Ricci gradientes
homoxéneos son produtos de variedades de Einstein por espazos euclidianos [26]. Baixo a
condicion mais feble de homoxeneidade na curvatura tal resultado segue a ser certo, como
amosamos fai pouco en [11], o que constitie unha mostra da utilidade prdactica da
propiedade de homoxeneidade na curvatura.

6 Onde imos?

Ao longo deste discurso tenteireflexar algins aspectos dainvestigacion matematica
desenvolvida arredor da curvatura en Xeometria Riemanniana. A necesidade de avanzar no
cofiecemento do mundo proximo levou 3&s antigas civilizacions a iniciar o estudo da
xeometria plana. Mais tarde, a necesidade de representara Terra na que vivimos motivou
a creaciéon de técnicas cartograficas relacionadas coa xeometria esférica. O
desenvolvemento das xeometrias non euclidianas e o nacemento da Xeometria
riemannianadurante o século XIX finalmente levaron a formulacién da Relatividade Xeral a
principios do século XX. Durante o ultimo século e especialmente dende o inicio do
presente, tense avanzado de maneira espectacular na comprension de problemas
profundos nos que se mesturan aspectos xeométricos, topoldxicos e analiticos.

O avance do cofiecemento matematico permitiu ao longo deste devir historico
mellorar as nosas vidas de maneiraimpensable. O funcionamento preciso dos sitemas GPS
dependen da teoria da relatividade e a sua base matematica. Calquera transaccion
electrdnica segura utiliza protocolos de seguridade baseados na criptografia, que xurdiu
como unha aplicacién da teoria de numeros. Os avances médicos do ultimo século tefien
unha base matematica derivada non sé da estatistica, a modelizacién e a analise de Fourier,
sendn tamén de campos en principio mais tedricos coma a Xeometria Integral, que
persegue a estimacidn cuantitativa de pardmetros (volume, area, etc.) a partir de secciéns
ou proxecciéns. E a base sobre a que se sustentan técnicas como as ecografias ou a
tomografia computerizada.

As persoas que centramos a nosa investigacion nas Matematicas debemos colaborar
con investigadores de calquera campo onde as ferramentas matematicas sexan precisas.
Necesitaremos polo tanto novas xeraciéns de persoal docente e investigador nas
universidades e centros de investigacién, que sexan capaces de xerar e transmitir
cofiecemento. Esta foi a razdon da creacion do Centro de Investigaciéon e Tecnoloxia
Matematica de Galicia (CITMAga), que aglutina a investigadores do Sistema Universitario
Galego dedicados tanto 4 investigacion basica como a transferencia de cofiecemento. A
dotacidon de medios humanos e materiais é esencial se pretendemos situar a Galicia na
fronteira do conecemento.

Gustariame concluir con duas reflexions.



Como profesor universitario, a docencia é un dos aspectos centrais da mifia
actividade. Mentres que todos estamos a asumir o papel das novas tecnoloxias na
investigacién, a actividade docente non parece amosar unha evolucién paralela. Nos
ultimos anos as ferramentas, tanto de calculo simbdlico e representacion como de
comunicacion, promoven un cambio de paradigma nos contidos da actividade docente. Non
se trata sé de ensinar cofiecemento, senén de ensinar destrezas e amosar como adquirir
competencias. No noso campo, o enfoque 4 resolucidon de problemas é fundamental, pese
a que resulta moito mais complexo. A docencia tedrica e o traballo de abstraccidn,
amplamente maltratados nos ultimos anos, son esenciais se queremos achegarnos as bases
dos problemas. Non se trata de memorizar resultados, procesos ou demostracions, senén
de entender o porqué das cousas. Esa é, de feito, a base das nosas inquedanzas
como cientificos.

Como investigador en ciencia basica moitas veces tefio sufrido o enfrentamento ou
contraposicion entre ciencia basica e aplicada. A investigaciéon e a transferencia de
coflecemento deben considerarse non como actividades opostas, sendn complementarias.
Sen dubida temos que ser conscientes das posibles aplicacidns practicas do noso traballo e
a sua influencia no desenvolvemento socioecondmico da sociedade na que vivimos, pero
tamén temos que ter presente que toda aplicacion practica xorde do estudo previo de
cuestidons cientificas basicas. Luis A. Santald, un dos matematicos espanois mais
amplamente recofecidos a pesar de terlle tocado vivir o periodo mais aciago da nosa
historia recente, nun traballo sobre probabilidades xeométricas fai a seguinte reflexién que
considero axeitada para calquera ambito cientifico [29]:

“Las Probabilidades Geométricas y sus sucesivos desarrollos hacia la Geometria
Integral y la Geometria Estocastica constituyen un ejemplo tipico de cdmo se originany
evolucionan muchas teorias matematicas, y aun la matematica misma en su totalidad.

Se empieza por cuestiones de ingenio o curiosidad. Reciben luego la influencia de
otras partes de la matematica, que apoyan su desarrollo y les proporcionan el lenguajey
estructura necesarios, estableciéndose unainteraccién através de la cual las nuevas ideas
se benefician de las ya existentesy éstas, a su vez, consiguen nuevos puntos de vista Utiles
para iluminar y fortalecer sus propios problemas.

Cuando ya la teoria tiene cuerpo propio aparecen las aplicaciones, que a veces no
salen dela matematica misma, y otras veces resultaninsospechadas ydeinterés para ramas
muy diversas de la ciencia o de la técnica”.

As matematicas son unha das dreas da ciencia onde o obxectivo final é cofiecer a
razon ultima das cousas, e non elaborar retéricas ou manipular datos, feitos ou argumentos
paraconduciro discurso caraao queaun lle poidainteresar. As colaboracions matematicas
fundaméntanse no interese de chegar 4 verdade, algo que non se da con frecuencia noutras
disciplinas (onde pode haber presupostos que se queiran demostrar ou validar), e moito
menos no noso dia a dia, na politica, nas relacidons interpersoais, etc. onde os intereses a
miudo dominan sobre a razén e a correcta argumentaciéon. Potenciar as matematicas é



potenciar non so a imaxinacién e a correcta argumentacion sobre obxectos abstractos
(moitos dos cales parecen non ter unha aplicacién practica, ainda que a miudo si a acaben
tendo), senén tamén potenciar unha forma de confrontar ideas entre seres humanos de
xeito que sexa sempre o mellor argumento -e non a mellor manipulacién, falacia ou
imposicidén de intereses- o que resulte vencedor.

Finalizo reiterando o meu agradecemento a Real Academia Galega de Ciencias.
Espero estar & altura que a posicién de académico esixe e que a miiia aportacion axude a
consolidar as apostas da RAGC.
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